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Medidas e incertezas

Uma das maneiras para conhecer e descrever a natureza que nos rodeia é mediante a
realizacdo de observacdes experimentais, que chamamos de medidas. O primeiro pro-
blema com o qual nos encontramos é como os resultados encontrados podem ser comu-
nicados de maneira clara, de forma que sejam compreensiveis e reprodutiveis por outros
experimentadores. Para estabelecer o valor de uma grandeza (mensurando) temos que
utilizar instrumentos e um método de medida, como também é necessario definir as uni-
dades da medida. Por exemplo se desejamos medir a largura de uma mesa, o instrumento
de medigdo serd uma régua ou uma trena e, utilizando o sistema de unidades internacio-
nal (SI), a unidade que utilizaremos serd o metro (m). A régua, portanto, estara calibrada
nessa unidade ou em seus submiltiplos, como, por exemplo, centimetros e milimetros. O
método de medicdo consistird em determinar quantas vezes a unidade e as fra¢des dela
estdo contidas no valor do mensurando.

Toda medicao é afetada por uma incerteza que provém das limitagdes impostas pela pre-
cisdo e exatidao dos instrumentos utilizados, da interagdo do método de medi¢cdo com
o mensurando, da defini¢do do objeto a medir, e da influéncia do(s) observador(es) que
realiza(m) a medicéo.

O que se procura em cada medigdo é conhecer o valor medido (z) e a sua incerteza (J,) na
determinacdo do resultado, ou seja, determinar os limites probabilisticos destas incertezas.
Procura-se estabelecer um intervalo

T—0,<xT <+, (1.1)

como ilustrado na Figura dentro do qual podemos dizer que o valor da grandeza se
encontra, com uma certa probabilidade. Em geral utiliza-se como incerteza um intervalo
em torno do valor central com 68% de probabilidade.

Nao existem regras para determinar o tamanho do intervalo, porque dependera de mui-
tos fatores do processo de medigdo. O tipo de medigdo, a figura da escala, a acuidade
visual de quem esteja fazendo a medida, as condi¢des de iluminacdo, etc, formardo parte
na determinacado da largura do intervalo de medicado. A incerteza associada a uma medida
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Figura 1.1: Intervalo de probabilidade para a grandeza medida, onde z é o valor mais representa-
tivo da nossa medicgao e §, é a incerteza absoluta.

deve ser determinada a cada vez que se faga a medicdo. Por exemplo, é comum pensar que
quando fazemos uma medida com uma régua com escala graduada, a “incerteza de leitura
(incerteza instrumental)” é automaticamente a metade da menor divisdo. Um instrumento
com divisdes muito finas usado para medir um objeto com bordas mal definidas pode dar
um intervalo de medi¢do maior que varias das divisdes menores. Contrariamente, um
objeto bem definido com boas condi¢ées visuais pode permitir a identificagdo de um in-
tervalo de medi¢cdo muito menor que a menor divisdo da escala. Cada situagdo deve ser
avaliada de forma individual.

Uma forma usual de expressar o resultado de uma medigéo é:
e O (1.2)

e indicando a unidade de medicio. Além disso é possivel definir a incerteza relativa como:
€z = — (1.3)
T

que expressa 0 quao significativa é a incerteza em relacdo a valor medido. Também pode-
se calcular a incerteza relativa percentual como:

SlISe

€y = €, - 100% = —= - 100% (1.4)

Por exemplo, ao medir o comprimento L de uma mesa podemos apresenta-lo como L =
(1,00+0,01) mou L = 1,00 £ 0,01 m, onde 0,01 m é a incerteza da medida . E importante
apresentar sempre o valor central e a incerteza na mesma unidade. Essa medi¢do tem
um incerteza relativa de 0,01(0,01/1,00) e uma incerteza relativa percentual de 1%. A
palavra precisdo muitas vezes é utilizada como sinénimo de incerteza relativa percentual.
Note, no entanto, que nem sempre a precisdo de uma medida corresponde a precisdo do
instrumento utilizado para realizd-la. A precisdo de um instrumento sera discutida em
contraposigdo ao conceito de acurdcia mais abaixo.



Incertezas

Os distintos tipos de incertezas podem ser classificados em:

e Incertezas do instrumento: Os instrumentos de medicdo tém uma incerteza finita
que esta associada a variagdo minima da magnitude que ele mesmo pode detectar.
Por exemplo, se temos uma régua graduada em milimetros, ndo serd possivel de-
tectar variagdes muito menores que uma fragdo de milimetro. Se, ao lermos o valor
medido na régua, aproximamos para o valor inteiro em mm que mais se aproxima da
medida, dizemos que a incerteza da régua é de 1 mm. Se, ao contrério, conseguimos
identificar valores multiplos de meio milimetro, entdo dizemos que a incerteza é de
0,5 mm. Ndo é, no entanto, razodvel supor que conseguimos identificar a olho nta
fracdes menores que 0, 5 mm em uma régua milimetrada.

e Incertezas estatisticas ou aleatdrias: Sdo as devidas flutuacdes aleatérias na determi-
nacdo do valor do mensurando entre uma medida e outra. Estas flutua¢des ocorrem
com igual probabilidade tanto para mais quanto para menos. Portanto, medindo
varias vezes e calculando a média, é possivel reduzir a incerteza significativamente.
Estas incertezas sdo tratadas pela teoria estatistica de erros de medicao.

e Incertezas sistemdticas: Acontecem pelas imperfei¢des dos instrumentos e métodos
de medigdo e sempre se produzem no mesmo sentido (ndo podem ser eliminados
com vdrias medigdes). Alguns exemplos podem ser um relégio que atrasa ou adianta,
uma régua que se dilata, o erro devido a paralaxe, etc...

A interacdo do método de medigdo com o mensurando também pode introduzir erros.
Consideremos como exemplo a medigao de temperatura para a qual utilizamos um termo-
metro. Parte do calor do objeto que queremos medir flui ao termdmetro (ou vice-versa),
de maneira que o resultado da medigdo do valor da temperatura difere do original devido
a presenga do termometro (interacdo que devemos realizar). Fica claro que esta interacdo
pode ser desprezivel, se, por exemplo, estamos medindo a temperatura de um litro de
dgua, mas a quantidade de calor transferida ao termdmetro pode ser significativa se a
quantidade de volume é uma fracdo pequena de, por exemplo, um mililitro e utilizamos
um termOmetro convencional.

Precisao e exatidao

A precisdo de um instrumento ou um método de medida esta relacionada a sensibilidade
ou menor variacdo de uma grandeza que pode ser detectada com certo instrumento ou
método. Dizemos que um paquimetro (por exemplo, com minima divisdo de 0,01 mm) é
mais preciso que uma régua (minima divisdo 1 mm) ou que um cronémetro (por exemplo
com minima divisdo 10 ms) é mais preciso que um relégio (minima divisao 1 s), etc. Quanto
menor a incerteza relativa de uma medicdo, mais precisa ela é. E importante notar que o
valor absoluto da incerteza isoladamente ndo é suficiente para qualificar a precisdo de
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uma medida. Por exemplo, reportar a distancia entre Rio e Sdo Paulo com incerteza de um
metro certamente é muito bom. Por outro lado, medir o comprimento de um carro com
incerteza de um metro é muito ruim. Qual a diferenca? No primeiro caso, estamos falando
de uma divida de um metro em cerca de 500 km e no segundo caso, a incerteza é de um
metro em cerca de 4 metros.

Além da precisdo, é importante realizar uma medi¢do com exatiddo ou, utilizando um
termo mais antigo, acurécia. Esta estd geralmente relacionada com a qualidade da calibracdo
do instrumento utilizado ou o método de medigdo aplicado. Imaginemos que utilizamos
um crondmetro para medir os tempos com uma precisdo de 10 ms, mas sabemos que atrasa
1 minuto cada uma hora. Por outro lado, utilizamos um relégio com uma precisdo de 1
s que marca a hora certa a todo instante. Neste caso vamos dizer que o crondmetro é o
mais preciso, mas o relégio é o mais acurado. Um critério para se comparar a exatiddo de
duas medidas é dado pela menor discrepancia relativa. A discrepancia é definida como o
modulo da diferenca entre o valor medido e um valor de referéncia para a grandeza e a
discrepancia relativa é definida como o médulo da razdo entre a discrepancia e o valor de
referéncia. Quanto menor a discrepéncia relativa de uma medida, mais exata ou acurada
ela é.

Portanto, procuraremos sempre realizar uma medicao utilizando um método que seja pre-
ciso e exato a0 mesmo tempo.
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Para estabelecer o valor de uma grandeza temos que utilizar um instrumento de medicao
e um método de medicdo. Além disso, serd necessdrio definir as unidades em que essa
magnitude é medida. Por exemplo, se queremos medir a largura de uma mesa, utilizare-
mos uma régua e, dependendo do sistema de medigdo escolhido, expressaremos o valor
medido em unidades de comprimento como, por exemplo, o metro (m) para o sistema de
unidades internacional (SI) ou centimetros (cm) no caso do CGS. O método de medicao
consistird em determinar a quantidade de unidades da menor fracdo da régua que corres-
pondem ao comprimento que se deseja medir. Quando uma medicdo é realizada lendo
o resultado diretamente em um instrumento (construido para isso), dizemos que a me-
dida é direta. H4 grandezas que ndo se medem diretamente, mas que sdo obtidas a partir
de outras grandezas medidas de forma direta. Por exemplo, para conhecer drea de um
retingulo medem-se os comprimentos de seus lados ou para determinar o volume de uma
esfera deve-se medir o didmetro. Neste caso a medida é indireta.

Medidas diretas com flutuacdes aleatérias

Consideremos uma grandeza da qual se fazem N medicdes diretas, que chamaremos:
Ty, %2, T3, ..., Ty. Estes valores serdo geralmente distintos entre si, mas alguns valores po-
dem se repetir.

Evidentemente nao serd satisfatério fornecer como resultado da medicdo uma tabela de
N valores. E necessdrio caracterizar a série de medi¢ées mediante uns poucos parametros

que tenham um significado preciso relacionado com a magnitude medida e/ou o processo
de medigao utilizado. Os parametros importantes sdo:

1. Valor médio é a média aritmética dos valores medidos

1 N
7= NZ;:E 2.1)
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e é o valor atribuido a magnitude medida. E bastante intuitivo considerar a média
aritmética como valor representativo da grandeza medida. A média aritmética se
caracteriza por apresentar as medigdes ao seu redor, de modo que a soma dos desvios

é igual a zero. Ou seja,
N
S=Y5=0 2.3)
i=1

Isto pode ser facilmente demonstrado, escrevendo:

N N
S:Z@:Z@_@, (2.4)

e distribuindo o somatério, de modo que:

N N N
S=>a =Y T=>x-Ni (2.5)
=1 =1

=1

Utilizando a expressao do valor médio (equagao 2.1):

N

> a; = Nz, (2.6)

=1
obtemos S = 0 como queriamos mostrar.

Por esta razdo, a soma dos desvios ndo é um parametro que possa ser utilizado para
caracterizar a distribui¢do das medi¢des ao redor do valor médio e é necessario utili-
zar outro parametro.

. Dispersdo das medig¢oes ou desvio padrio define-se como:

_ sz\i1<m1 —7)?

O desvio padrdo é um parametro que caracteriza o processo de medida. Quando as
medi¢des sdo poucas, o pode flutuar, mas para muitas medidas (/N grande) estabiliza-
se e ndo depende do nimero de medigGes.

3. O erro ou incerteza do valor médio é definido como:

£ =/0% + 02, (2.8)
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onde ¢, esta associado as flutuacoes estatisticas em torno do valor médio:
Oy = —— (2.9)

e 0, expressa os erros sisteméaticos residuais (por exemplo devido a um instrumento
mal calibrado).

Vamos supor que nas nossas medidas ndo ocorrem tais erros sistemédticos, de forma
que usaremos sempre:

= —— (2.10)

O erro do valor médio é a dispersdo esperada para as médias de vdrias séries de
medi¢des realizadas nas mesmas condi¢des. O erro do valor médio depende do
ndmero de medi¢des como se pode ver na sua expressdo, sendo que ela diminui
com o aumento do nimero de medicdes.

Medidas Indiretas

Como j4 foi definido anteriormente, ha grandezas que ndo podem ser determinadas dire-
tamente, mas que se obtém a partir de outras grandezas que, estas sim, sdo medidas de
forma direta. Portanto, as incertezas das grandezas que se medem diretamente devem ser
propagadas para contribuir a incerteza da grandeza que se calcula utilizando uma deter-
minada expressao.

Sejam x4, x5, ..., zn grandezas independentes medidas de forma direta, e seja a grandeza
que se quer determinar F' = F(zy, %9, ..., #y) uma fun¢do das grandezas 1, 2o, ..., x, Cujas
incertezas estdo dadas por dz1,0xs,...,0xy. Pode-se mostrar que a incerteza de F' é dada

pOI'I
OF \? oF \? oF \*
2 o . 2 i . 2 o . 2
(0F)* = ((91‘1) dxq” + <é’x2) dry” + ... + (5371\1) 0TN’, (2.11)
ou N oF 9
(6F)* =) (ax-) R (2.12)
i=1 v

Esta equacdo é a formula de propagacdo da incerteza para uma grandeza determinada
indiretamente.

Comparacdo entre duas medidas da mesma grandeza

Muitas vezes comparamos diferentes resultados experimentais para a medida de uma
mesma grandeza. Estes resultados podem vir por exemplo das diferentes técnicas utili-
zadas para determinar uma grandeza, ou podem vir de valores conhecidos tabulados na
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literatura. Vamos supor que temos dois resultados para uma mesma grandeza sendo o
primeiro z; £ 6x; e o segundo x, + dx,. Se eles sdo estimativas de uma mesma grandeza,
esperamos que a discrepancia entre eles (|z; — x3|) seja compativel com zero. Como cada
uma das medidas estd sujeita a uma flutuagdo estatistica de acordo com sua incerteza, em
geral encontramos valores diferentes de zero para a discrepancia. Como podemos avaliar
se a discrepancia é significativamente diferente de zero ? H4 vérias formas de se fazer
essa avaliagdo, dependendo do grau de confianga que queremos ter na afirmacdo de que
a diferenca é incompativel com zero (ou equivalentemente de que os dois valores sdo in-
compativeis entre si) . Vamos considerar a discrepancia entre os valores (|z; — z2|) pouco
significativa ou irrelevante quando for menor que 3 vezes a incerteza da discrepancia. Uti-
lizando a expressdo para propagacdo de incertezas definida na Sec¢do [2, determinamos a
incerteza da discrepancia 6|z; — x| = 4/02% + dx3. Resumindo, duas medidas indepen-
dentes z; e 2 da mesma grandeza sdo consideradas compativeis quando :

|z1 — x| < 34/ 0% + a2

|71 — 22|

T <3
A/ 0x7 + 05

Ao contrdrio, consideramos as duas medidas z; e x, incompativeis quando a discrepancia
entre elas é maior que 3 vezes a incerteza da discrepancia.

ou

Considere por exemplo a medida de um comprimento de uma mesa cujo resultado é Le,, =
(98 + 1) cm. Como podemos ver se esse resultado é compativel com o valor nominal
fornecido pelo fabricante, que é de L,,,=1 m ? Como o valor nominal nesse caso ndo
tem incerteza, a incerteza da discrepancia é igual a incerteza da medida experimental. A
discrepancia é de 2 cm, que é apenas duas vezes a incerteza da discrepancia e a medida é,
portanto, compativel com o valor nominal. Uma outra forma de ver isso é analisando se o
valor nominal esta contido no intervalo de valores I.,, = [L — 3L, L + 30L]. Nesse caso, o
valor 100 cm esta contido no intervalo I,, = [95, 101] cm.

Em um outro exemplo, um estudante mede o valor da aceleracdo da gravidade e encontra
Jezp = 9,21 £+ 0,01 m/s* e quer comparar com o valor tabelado g = 9,787 + 0,001 m/s?.

Temos:
‘gemp - g| . 0, 577

/092, + g2 0,01005

Logo, os dois valores sao incompativeis.

~ b7 >» 3.




Algarismos Significativos

Imagine que vocé pergunta a hora a uma pessoa com um relégio de pulso analégico, como
o mostrado na Figura Essa pessoa dd uma olhada no rel6gio, e responde: sdo 10 horas
e 42 minutos. Vocé entende que o ponteiro dos minutos certamente estava entreo8e 09,
ou seja, corresponde a um valor entre 40 e 45 minutos, mais préximo de 40 do que de 45.
Dizemos que esse algarismo que foi estimado, o 2, é um algarismo duvidoso. Os outros
algarismos sdo algarismos certos: o ponteiro das horas estava entre 10 e 11, com certeza.
O conjunto de algarismos certos e duvidosos sdo os algarismos significativos da medida.
Quanto maior for o nimero de algarismos significativos em uma medida, mais informacao
ela traz.

Figura 3.1: Relégio marcando hora.

Quando realizamos uma medicdo direta de uma grandeza, a partir da leitura de um ins-
trumento analdgico, que apresenta uma escala, o procedimento que se usa para fazer o
registro do valor da grandeza é anotar todos os algarismos fornecidos pela escala do ins-
trumento, eventualmente acrescentando mais um algarismo, que represente uma fragdo
da menor divisdo da escala do instrumento. No exemplo acima, do relégio, ao estimar 42
minutos, a pessoa imaginou uma escala de subdivisdo da menor divisdo do rel6gio em 5
partes, cada uma delas correspondendo a 1 minuto, e estimou que o ponteiro estava mais
perto de duas subdivisdes. Quando o instrumento é digital, o multiplo da menor medida
que ele pode fazer corresponde ao algarismo duvidoso do valor lido. Em um cronémetro
digital com resolucdo de 1 centésimo de segundo, que mede um intervalo de tempo de
12,04 s, 0 4 é o algarismo duvidoso da medida direta.
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Um ponto que sempre gera diivida é se os zeros sdo significativos ou ndo. Para respon-
der, pense em alterar as unidades da medida. Se o nimero de zeros mudar ao fazer essa
alteracdo, eles ndo sdo significativos, ja que indicam apenas em que unidades estamos es-
crevendo a medida. A medida x; = 2,47 cm tem trés algarismos significativos, sendo o 7
duvidoso. Para escrever z; em metros, caminhamos a virgula para a esquerda duas casas
decimais e completamos com zeros. Nada foi feito em termos de alterar a quantidade de
informacdo em x;, apenas trocamos as unidades, logo esses zeros de preenchimento ndo
sdo significativos. Em resumo, as duas formas abaixo sdo equivalentes e tém trés algaris-
mos significativos:
ry= 247 cm=0,0 247 m
—— —
sig sig

A mudanca para uma unidade menor pode ser feita com ajuda de poténcias de dez, que
ndo contam como algarismos significativos. Por exemplo, a medida x5, com dois algaris-

mos significativos pode ser escrita nas formas equivalentes

r5=0, 52 kg=0, 52 x10°g= 52 xl0*g

sig sig sig

Se escrevermos uma medida como z3 = 3,10 s, ficard implicito que temos certeza dos
trés segundos e do um décimo de segundo. O zero na casa dos centésimos de segundo é
duvidoso, sendo o dltimo algarismo significativo da medida. Os zeros ao final do nimero
sdo significativos. Observe mais um exemplo:

100 m=0, 100 km= 1,00 x10® um
—— ——

sig sig sig

Também aqui os dois algarismos zero a direita do 1 sdo significativos, independentemente
da unidade que escolhamos para registrar o valor. Ao todo o comprimento registrado tem
3 algarismos significativos.

3.1 Incertezas e algarismos significativos

Normalmente usamos um ou dois algarismos significativos para representar as incertezas,
dependendo do grau de estimativa envolvido na sua determinagdo. Como vamos traba-
lhar com muitas estimativas na determinagdo das incertezas nas medidas diretas, usare-
mos a convengdo de um significativo. Assim, o valor da medida deve ser escrito até a casa
decimal afetada pela incerteza, como nos exemplos abaixo.

L = (2,25 £ 0,05) cm M = (351 £2) x 107 ? kg

No caso da incerteza de medidas indiretas, em geral é preciso arredondar o valor determi-
nado a partir da propagacdo das incertezas das medidas diretas, explicado no Capitulo

Para arredondar um determinado valor, vamos adotar os critérios da norma técnica da
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Associagao Brasileira de Normas Técnicas ABNT-5891:

1. quando o algarismo a ser conservado for seguido de um algarismo inferior a 5, per-
manece inalterado o algarismo a ser conservado e retiram-se os posteriores (1, 6357
arredondado a primeira casa decimal torna-se 1, 6);

2. quando o algarismo a ser conservado for seguido de um algarismo superior a 5,
ou igual a 5 seguido de no minimo um algarismo diferente de zero, soma-se uma
unidade ao algarismo a ser conservado e retiram-se os posteriores (1, 6678 torna-se
1,7e1,6505 torna-se 1,7, arredondados a primeira casa decimal);

3. Se o algarismo a seguida do algarismo a ser conservado for igual a 5 e ndo houver
mais nenhum algarismo a sua direita ou se todos os algarismos a direita forem zeros,
retira-se todos os algarismos posteriores ao que sera conservado e :

(a) adiciona-se uma unidade ao algarismo conservado, se este for impar;

(b) permanece inalterado o algarismo conservado, se este for par.

Observe os arredondamentos abaixo, feitos de modo a que a medida tenha 3 algarismos
significativos e seguindo os critérios acima:

e 2 =4,678m — 1 =4,68m

e y=4674m—xr=467Tm

e 2 =4675m — xr=468m

e w=40660m-—z=466m
Como exemplo, vamos calcular o peso p da massa m = (234,40 + 0,02)g sabendo que
g = (9,7879 £+ 0,0001) m/s*. Vamos trabalhar no SI, portanto escrevemos m = (234,40 +

0,02) x 107 kg. Com isso,
p=mg= 229428376 N

Agora vamos calcular a incerteza. Como temos um produto,
S\ (o) [0\ 0,02 \* /0,0001)” .
=) == <) =53 : — 7,409 x 1071
<p ) <m) ' < g 23100) " \ogs79) T

8, = 2,29428376 N x 2,72 x 107° = 6,23 x 107° N

Logo,

Agora escrevemos a incerteza calculada com um significativo:

5, =6 x107° N
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Finalmente escrevemos p até a quinta casa decimal, usando o critério de arredondamento,
e escrevemos o resultado final:

2,29428376 N — p = (2,29428 + 0,00006) N

Claro que também poderiamos usar a equagao (2.12) para calcular a incerteza absoluta:

5, = 4/ (m5,)? + (96,1)2.

3.2 Regra de bolso sobre algarismos significativos

Muitas vezes o célculo da incerteza propagada pode ser bem longo e fica dificil de saber
se o resultado esta certo ou ndo. Uma forma simples de saber se pelo menos a ordem de
grandeza da incerteza propagada esté correta é usar a seguinte regra:

e Numa opera¢do matematica envolvendo medidas com diferentes niimeros de alga-
rismos significativos o resultado terd aproximadamente o mesmo niimero de algaris-
mos significativos que a medida com menor ntimero.

Vamos calcular o volume V' de um tubo de se¢do reta quadrada de lado a = (2,0 + 0,1) cm
e comprimento L = (120,0 + 0,1) cm. A medida a tem 2 algarismos significativos e L, 4,
sendo a mais precisa. Assim esperamos que V' tenha entre 2 e 4 algarismos significativos.
Vamos fazer a propagacao:

V=d’L — V =d’L=120,0cm?

Sy 5, \ 2 5.\ 2
W [[90% LY o1 4722
(5) [ (25) (%) - vsommsr

Um erro muito comum é esquecer que 0, 1000034722 é a incerteza relativa e escrever este
valor como se fosse a incerteza absoluta.

Calculando corretamente a incerteza absoluta, temos
)
Sy =V (Vv) — (480,0 cm®)(0,1000034722) = 48, 001666656 ~ 4, 8001666656 x 10 cm?

Finalmente,
V = (48 £5) x 10 cm?

O resultado final tem dois algarismos significativos, como a medida menos precisa usada
no calculo. Se for necessdrio melhorar a precisdo da medida de V, vale a pena medir a com
mais precisdo. Note que ao escrevermos o resultado final, utilizamos a mesma poténcia de
10 para V e para sua incerteza . Assim podemos saber qual deve ser o tltimo algarismo



3.2 Regra de bolso sobre algarismos significativos 19

a ser conservado no valor da medida e realizar o arredondamento, se necessario. Neste
caso, o arredondamento foi feito na casa da unidade de 1 x 10 cm?.
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Algarismos Significativos




Representacoes graficas

Como fazer um histograma

Quando fazemos uma andlise estatistica de um conjunto de N medidas de uma determi-
nada grandeza, podemos realizar um grafico no qual se representa para cada valor (ou
intervalo de valores) o namero de vezes em que este aparece. Este tipo de gréfico re-
cebe o nome de Histograma. Um exemplo é mostrado na Figura Como o conjunto
de valores obtidos é discreto, resulta um esquema de barras. A largura destas barras é a
menor diferenca entre os valores medidos ou o tamanho do intervalo escolhido no caso
em que seja conveniente agrupar varios valores num intervalo (isto deve ser determinado
em func¢do da série de medicdes realizadas). O nimero de barras depende do conjunto de
dados e do ntimero total de medigoes.

T28

124

120

T16

T12

Figura 4.1: Exemplo de um histograma.
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Para que fique mais claro, vamos considerar o seguinte exemplo. Medimos a altura de
uma garrafa de d4gua 40 vezes obtendo os seguintes valores, em centimetros:

20,3 20,1 20,2 20,5 20,2 19,7 20,6 204
198 203 20,1 20,2 203 204 203 19,6
20,0 195 20,7 203 20,1 20,7 20,5 205
20,5 20,3 204 202 203 202 206 208
204 200 199 206 208 19,7 209 20,3

Como podemos ver, hd valores que se repetem e a frequéncia de repeticdo é diferente para
cada valor. Esta informacdo pode ser apresentada em forma grafica, mediante a construgéo
de um histograma. Para isto devemos escolher valores ou intervalos de valores e determi-
nar quantas vezes o valor se repete no conjunto de dados.

Para nosso exemplo, vamos escolher intervalos de 0,2 cm comegando pelo menor valor
medido de 19,5 cm. Desta forma o primeiro intervalo serd de 19,5 a 19,7 cm, o segundo
de 19,7 cm a 19, 9 cm e assim sucessivamente. Cada intervalo sera representado no gréfico
pelo seu valor central, ou seja, para o primeiro serd 19, 6 cm, para o segundo 19, 8 cm, etc.
Como os intervalos sdo continuos devemos escolher como serdo os limites dos intervalos,
aberto e fechado, pois, por exemplo, o valor 19,7 cm vai contar para o primeiro ou o se-
gundo intervalo. No nosso exemplo, o valor inferior vai ser o fechado e o valor superior o
aberto (ou seja, 19,7 cm vai contar para o segundo intervalo e ndo para o primeiro). Desta
forma, podemos construir a Tabela de frequéncias:

Tabela 4.1: Tabela de frequéncias absolutas e relativas em fun¢do da altura medida de uma garrafa.

Intervalo (cm) | Valor do Intervalo (cm) | Frequéncia | Frequéncia Relativa (%)
19,5-19,7 19,6 2 5,0
19,7-19,9 19,8 3 7,5
19,9 - 20,1 20,0 3 7,5
20,1-20,3 20,2 7 17,5
20,3-20,5 204 12 30,0
20,5-20,7 20,6 8 20,0
20,7 - 20,9 20,8 4 10,0
209-21,1 21,0 1 2,5

Uma vez construida a tabela, podemos fazer o grafico no qual vamos colocar no eixo-x os
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valores centrais dos intervalos escolhidos e no eixo-y o ntimero de repeti¢des (Frequéncia).
Para isto deve ser escolhida uma escala adequada em cada eixo, de forma que a distancia
entre todos os valores centrais dos intervalos seja constante. Para o caso do eixo-y, a escala
deve ser escolhida de forma tal que o valor mais repetido fique na parte superior do eixo,
de forma que possa ser apreciada a estrutura do histograma. Uma vez escolhida a escala,
uma barra serd desenhada para cada intervalo com o tamanho da frequéncia determinada
na tabela anterior, como mostramos no lado esquerdo da Figura

Uma forma alternativa de se fazer o histograma é colocando no eixo-y a frequéncia relativa,
ou seja, o numero de repeticdes dividido pelo ndmero total de medidas, frequentemente
mostrado em percentagem, como na tltima coluna da Tabela 4.1 e no histograma do lado
direito da Figura

f o e Q F (%)

T T T T T T T T T T T T
19,6 198 20,0 20,2 204 206 20,8 21,0 h{cm) 19,6 19,8 20,0 20,2 204 206 20,8 21,0 - h{cm)

Figura 4.2: Histogramas de frequéncias (lado esquerdo) e frequéncias relativas (lado direito) da
medida da altura (h) da garrafa de 4gua .

Como construir um grafico

Uma forma muito ttil de apresentar os resultados experimentais é a partir de representa-
¢Oes gréficas dos mesmos, pois neles a informacao ¢é sintetizada, facilitando sua andlise e
interpretagdo. Geralmente, um grafico é mais ttil que uma tabela de valores, por exemplo,
quando estamos realizando medigdes de uma variavel Y em fungdo de outra X que varia
independentemente e queremos ver a relagdo funcional entre elas (por exemplo, a posigdo
de um moével em funcdo do tempo), ou para estudar se duas varidveis possuem alguma
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correlagdo ou ndo.

Em Fisica Experimental I, todos os graficos que realizaremos serdo em duas dimensdes
além dos histogramas que ja foram discutidos na sessdo |4 O primeiro passo é escolher
quais serdo as variaveis e, logo, qual é a varidvel independente que serd representada no
eixo horizontal e qual a dependente no eixo vertical. Por exemplo, se queremos represen-
tar a posi¢do de um corpo em movimento em func¢do do tempo vamos identificar duas
varidveis: posi¢do (z) e tempo (t), sendo o tempo a varidvel independente. Ou seja, o
tempo serd colocado no eixo-x e a posi¢ao no eixo-y.

Uma vez escolhidas as varidveis, devemos determinar a escala para cada eixo. Para isto
temos que considerar os valores medidos de cada variavel, de forma a poder escolher uma
escala que facilite a leitura dos pontos experimentais, ou qualquer outro ponto represen-
tado no grafico. Quando desenhamos o gréafico em papel, devemos escolher a escala de
forma a usar pelo menos metade da folha para representar os pontos experimentais. Para
facilitar a leitura do grafico, é interessante utilizar escalas em que cada milimetro do pa-
pel corresponda a multiplos ou submultiplos de 2 ou 5 da grandeza correspondente. A
determinacdo da escala em cada eixo é independente.

Consideremos o0s seguintes valores medidos para o exemplo da posi¢do do corpo em
funcdo do tempo:

Tempo (s) | Posigdo (m) | Incerteza da Posigdo (m)
0,1 29 1
0,3 34 1
0,4 41 1
0,5 38 1
0,7 33 1
1,0 26 1
1,1 23 1
1,2 20 1
1,4 17 1
1,5 16 1

Vamos construir o grafico em papel milimetrado, usando a folha “na vertical”, de forma
que o0 eixo-x fique na menor dimensdo da mesma e o eixo-y na maior. Para o eixo-x, onde
vamos representar o tempo, a escolha parece simples, comegamos em 0 (zero) e considera-
mos uma escala de 10 mm para cada 0,1 s, pois o tamanho nesta dimensdo é de 180 mm
e nos precisamos marcar de 0 a 1,5 s. Para o eixo-y, onde vamos representar a posigao,
dispomos de 28 cm de folha. Neste caso, podemos considerar duas possibilidades: (A)
comegamos a escala a partir do zero ou (B) comegamos ela perto do menor valor medido,
neste caso 16 m. Em ambos o0s casos a escala deve ir até o maximo valor medido ou algum
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Figura 4.3: Gréfico da posi¢do (x) em fun¢do do tempo (s) para o caso A (esquerda). Grafico da
posicdo (x) em funcdo do tempo (s) para o caso B (direita).

valor superior imediato. Em geral escolhemos um valor superior que permita ajustar a
escala para um multiplo de 2 ou 5. Se consideramos o caso (A), uma escala possivel seria
1 cm no papel para cada 2 m de posicdo (Figura |4.3|(esquerda)). Como podemos ver, ndo
é necessdrio comegar do zero, podemos comegar por exemplo de 15 m (caso B) e escolher
uma escala de 1 cm para cada 1 m (Figura (direita)). Desta forma podemos observar
melhor a estrutura prépria do grafico. Uma vez definida a escala, marcamos valores regu-
larmente espacados nos eixos correspondentes e identificamos os eixos com as grandezas
que estes representam, com suas respectivas unidades. Finalmente, desenha-se os pontos
com suas barras de erro de acordo com a tabela de dados, como pode se ver na Figura
A barra de erro é a representacdo grafica da incerteza. Assim, ela deve ser desenhada como
uma reta que vai de um valor igual ao valor do ponto subtraido do valor de uma incerteza
até o valor do ponto somado de uma incerteza.

Nao existe uma tnica forma de representar os nossos dados. No exemplo anterior, ambos
os graficos estdo corretos. O importante é que se deve adotar uma “escala limpa e fécil
de ser lida” de modo a que ndo seja necessario fazer calculos para achar a localizacao
dos pontos no grifico. Se vocé precisar fazer muitos calculos, algo estd inadequado.
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Métodos para o ajuste de uma funcao linear

5.1 Método grifico com incerteza

Se medimos duas varidveis, X e Y, cuja relacdo sabemos que € linear, podemos encontrar
uma relacdo analitica que melhor ajuste nossos dados. No Capitulo 4 da parte Concei-
tos Bésicos na apostila discutimos como isto é feito analiticamente mediante o método
de minimos quadrados, mas aqui estudaremos como faze-lo a partir do grafico de Y em
funcdo de X, o que chamamos de método grifico.

Na Figura[5.1|podemos observar a distribui¢do dos dados, circulos abertos, que queremos
ajustar. Neste caso, para simplificar, vamos considerar que a incerteza associada a cada
medida é do tamanho do ponto. Para ajustar graficamente os pontos por uma reta que
melhor representa a variacdo de Y em funcdo de X devemos tracar uma reta de forma tal
que os pontos que se situem “acima”da reta se vejam compensados pelos pontos que se
situem “abaixo” da mesma, como na linha cheia mostrada na Figura 5.1]]

Desta forma podemos determinar o coeficiente angular (a) e linear (b) para a equagdo da
reta y = ar + b. Mas mesmo no caso gréfico é preciso dar as incertezas associadas a
determinacdo de a e b. Para isto, vamos tracar duas linhas paralelas a melhor reta (R)
que ajusta os nossos dados encontrados, uma passando pelo ponto mais afastado “acima”
da reta R e outra pelo ponto mas afastado “abaixo” da reta R. Caso exista um ou outro
ponto excepcionalmente afastado da reta média podera nédo ser considerado pois a proba-
bilidade de corresponder a uma medida incorreta é grande. Obtendo a intersecdo destas
retas por duas retas paralelas ao eixo-y que contém o primeiro e tltimo ponto experimental
representado temos um “paralelogramo de incerteza”como é mostrado na figura (parale-
logramo pontilhado). A partir deste, desenhamos as duas retas diagonais achando o que
chamaremos a reta de maxima ¥,,4: = Gmaz® + bmae € @ de minima 4,,i, = pmin® + biin (Ver
tigura).

!Note que o uso de uma régua transparente é conveniente pois permite ter uma visdo global de todos os
pontos.
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yma.\(x): AmaxX + bmu.\ ’ y(.’f): ax + b

Figura 5.1: Método para ajuste linear.

A partir destas trés retas, podemos entdo determinar as incertezas associadas para o coefi-
ciente angular da e linear 6b como:

5@ _ Qmaz — Qmin
2
b — by
56 _ ‘mazx min
2

5.2 Meétodo dos Minimos Quadrados

Em teoria, diversas grandezas Fisicas se relacionam através de expressdes matematicas
bem definidas. Por exemplo, no movimento unidimensional uniformemente acelerado, a
posicdo s(t), a velocidade v(t) e a aceleragdo a(t) de um corpo se relacionam através das
formulas a(t) = a(cte), v(t) = vo+at, s(t) = so+vot+at?/2 e v*(t) = vi+2a[s(t)—so], em cada
instante de tempo ¢, onde s, é a posicdo inicial e vy, a velocidade inicial do corpo. Uma
das questdes abordadas em Teoria dos Erros é a especificacdo experimental das relagoes
das grandezas Fisicas, bem como critérios para validar uma dada fun¢ado especifica entre
as grandezas.

Considere duas grandezas fisicas y e x que, em teoria, possuam uma dependéncia bem de-
finida e especificada por uma férmula matematica y = f(z). Ou seja, para cada valor
possivel de z, a outra grandeza possui um valor determinado que vale y(z). De ma-
neira mais objetiva, consideramos que a grandeza x é dada com incerteza desprezivel
(ou que a incerteza dessa varidvel possa ser adicionada no valor da incerteza da outra
variavel) enquanto o valor de y(z) é estimado experimentalmente com uma incerteza
o(z). Os valores da incerteza da varidvel y(z) podem ser diferentes entre si em fungdo
da variavel z. Considere que um experimento permita calcular a seguinte tripla de valo-
res [zx; yr = y(zk), o, = o(xy)], para n valores diferentes da variavel z (k = 1,2,--- ,n). O



5.2 Método dos Minimos Quadrados 29

indice £ é utilizado para especificar uma realizacdo especifica do experimento. Vamos con-
siderar que cada um dos k resultados experimentais é obtido com um valor diferente da
varidvel x. Por exemplo, a varidvel x pode representar o tempo e o experimento consiste
em uma Uinica observagdo da grandeza monitorada em instantes de tempo sucessivos.

A relagdo matemdtica y = f(z) que relaciona as grandezas y e = podem ser colocadas
em fung¢des de pardmetros constantes. Por exemplo, para um relagdo linear, a fun¢do mais
geral entre y e  é dada em termos de duas constantes a,, (coeficiente linear) e a; (coeficiente
angular): y(z) = a1z + ao. Para uma relacdo quadrética, a fungdo mais geral entre y e x é
dada em termos de trés constantes ao, a; e as, através da igualdade y(z) = sz + a1 + ay.
O ajuste de uma dada fun¢do a um conjunto de dados experimentais busca determinar os
melhores valores para os parametros que especificam uma dada funcdo, de acordo com
algum critério de qualidade. A regressao linear, portanto, busca determinar os valores das
constantes q e a1, as quais especificam a funcao linear entre y e x.

Os n resultados experimentais, referentes a valores determinados da varidvel z, podem ser
agrupados da forma

(1591 £o1), (o592 F02), -+ (T Y £ Ok), - 5 (Tns Yn T 04) (6.1)

Um método de ajuste de funcdo é o Método dos Minimos Quadrados. Em fungdo dos
dados coletados, os valores dos pardmetros que especificam uma dada relagdo entre y e
sdo determinados através da distancia entre os dados experimentais e a funcao tedrica, em
unidades da incerteza da medida,

Dt} (i} (o] = 3 w (5.2)

A distancia D[{x},{yx}, {ok}] é funcdo de todos os dados do experimento e também de
todas as constantes que definem a fungdo f(z). A regressdo linear se aplica para fungdes
lineares e é definida pela determinacdo das duas constantes que definem a reta (f(z) =
a1z + ap). A distancia D[{zy}, {yx}, {ox}] é uma funcdo quadratica dos pardmetros que
definem a fungdo f(z).

Os parametros da funcdo que se ajustam aos dados experimentais sdo os valores pra os
quais minimiza o valor de D[{z}, {yx}, {ox}]- A distancia D[{zs}, {yx}, {ox}] € uma quan-
tidade sem unidades fisicas. De forma geral, 0 Método dos Minimos Quadrados, utiliza
todos os dados experimentais e os pontos mais relevantes sdo os de menor incerteza. A
divisdo pela incerteza o}, de cada resultado experimental permite que pontos mais incertos
(ruidosos) estejam mais afastados do melhor ajuste (o que é de se esperar para pontos de
grande incerteza) e os pontos mais precisos, mais préximos da curva ajustada.

O ajuste linear pelo Método de pode ser feito analiticamente em fun¢do dos dados experi-
mentais. Para um conjunto de n resultados experimentais, escritos da forma (x; yi £ oy)
(k =1,2,---,n) os dois pardmetros que devem ser determinados sdo a; e ap. Em funcéo
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desses dois pardmetros, a distancia D[{z}, {yx}, {0k }] se escreve

Dl {on} {o}] =Zn] —(amt a)l’ 53)

k:

a qual pode ser escrita em fungdo de seis termos

D{xe} {yr}, {or}] = (Z %) -2 (Z xsgk) a; — 2 (Z %) ao
k k=1

n n 2 n
T Xy 9 1 9
+ 2(2 ;) a1a0+ (Z ;) a1+ (Z ;) ag -
k=1 "k k=1 k k=1 "k

Os seis termos entre parénteses sdo determinados pelos dados experimentais e a funcdo
anterior permite determinar os valores de a; e ao. Os valores de a; e ay que minimizam
a expressdo anterior representam o melhor ajuste, segundo o Método dos Minimos Qua-
drados. A minimizagdo de D[{zs}, {yx}, {ox}] em funcdo a; e ay pode ser feita de maneira
usual (o procedimento é similar com o de encontrar o ponto que minimiza uma parabola
de concavidade positiva) e esses valores sdo dados por

(St (2 5) - () (2 3)

(5.4)

aq 1 x2 - 2 s (55)
(o) (2 ) - (s )
k k k
L) (2 ) - () (. 53)
o (Z2) (z G o) .
(Zk 1 ) (Zk 1 g) o (ZZ=1 %)
O k

Apesar de uma aparéncia complexa, os valores de a; e ay podem ser determinados em
funcdo daqueles termos entre os parénteses, os quais envolvem uma tinica soma com todos
os valores encontrados no experimento. Para facilitar os célculos, cada soma pode ser
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realizada de forma independente. Para facilitar a notagdo, definimos

SE!
SU = Z 0__27 (57)
k=1
T
k=1
Y
Sy = g (59)
k=1
Sy = Y (5.10)
k=1 "k
s _ T4 5.11
Txr T Z 2 ( ‘ )
=1 %k
A = 5,8, — 852, (5.12)
de tal forma que os pardmetros do melhor ajuste se escrevem
a, = W7 (5.13)
ao SeaSy ; S5y (5.14)

Portanto, o melhor ajuste é uma funcdo dos dados experimentais [{zs}, {yx}, {ox}] e essa
dependéncia é linear com a varidvel ruidosa y; +oy. De fato, as férmulas de a; e ap mostram
que os valores de y;, aparecem apenas no numerador da fra¢do, e sempre de forma linear.

As incertezas dos parametros a; e ag podem ser encontradas via propagacdo de incerteza.
Por exemplo, a contribui¢do da varidvel ruidosa y; para as incertezas de cada um dos
parametros a; e a, é dada por

1 Soa:k - Sz
day,, A e |7 (5.15)
1 S;px_xksx
Saoy, = | (5.16)
Logo, as incertezas desses pardmetros sdo (ap6s algumas simplifica¢des)
a1 = 101y, + (Bary)? + -+ (dany, )2 = 3/ 22 (5.17)
Y1 Y2 Yn A )
a0 = 7/ (3a0y, )2 + (a0, )? + - + (Baay, ) = 7| 222 (5.18)
Y1 Y2 Yn A :

(5.19)
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Os coeficientes da reta que melhor se ajustam aos dados experimentais podem ser encon-
trados pelas expressoes

S,Sy — 5.5, S,
— (2o —PePy) o, [P0 .
3] ( A ) - A 9 (5 20)

nas quais as incertezas sdo dadas com apenas um algarismo significativo.

As férmulas anteriores sempre permitem encontrar os coeficientes dessa melhor reta (desde
que A # 0), independente de a grandeza y possuir uma dependéncia linear como fungao
de z. Portanto, é necessdrio realizar uma andlise de qualidade do ajuste. Nos casos em
que exista um dependéncia linear entre y e z, a relacdo entre essas duas grandezas pode
ser dada por y(x) = a1y + Goyer + 0Y(2), ONAE a1 yer, Aover € 0Y(x) sd0 0s Valores verdadei-
ros dos coeficientes angular e linear e do erro (devido a algum processo ruidoso). Para os
modelos de ruidos simétricos em torno do valor nulo, o valor médio para cada valor de y

resulta ¥(z) = a1y + Qoyer-

Em média, as estimativas para os coeficientes angular e linear da reta podem ser calculadas
e comparadas com os valores verdadeiros dos coeficientes da reta desconhecida. Uma vez
que as médias das somas que contém as varidveis y sdo dadas por Sy = @1yerSzz + QoverSs
e

n o _ n n
- Uk Ty 1
Sy = Z ? = Alyer Z ? + Qover 2 ; = alversm + aOver‘Sov (522)
k=1 "k k=1 "k k=1 "k
n G n2 no
LTk i k
Sa:y = Z o2 = Qlyer Z ? + Aover Z ? = alverS:m: + aOveer ) (523)
k=1 "k k=1 "k k=1 "k

os valores médios dos coeficientes encontrados pelo Método dos Minimos Quadrados va-
lem
SU (a'lversma: + CL()verSac) - Sx (a'lversaﬁ + aOVerSU)

a_l = A = Qlver (524)

S:m: VerSm verSO' - Sx veer:r verSm
_O = (al il ) A (al il ) = QQvyer - (525)

Ou seja, as estimativas fornecem os valores corretos em média. Quando a relagdo entre
as duas grandezas y e x for linear, com um ruido nulo em média, o Método dos Minimos
Quadrados fornece estimativas consistentes com os valores a serem determinados.
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5.3 Teste de compatibilidade por x*

Porém, mesmo para relagdes nao lineares entre y e z, é possivel determinar a melhor reta
que se ajusta aos dados. E possivel fazer uma anélise da qualidade do ajuste em fungéo
do valor do menor valor da distancia D[{z}, {yx}, {ox}], em funcdo dos parametros livres
que descrevem uma dada relagdo entre y e z. Definimos a fungdo chi-quadrado (y?) da
amostra de dados pelo valor minimo de D[{z}, {yx}, {ox}]:

2 = Min Z W (5.26)

k=1

Ou seja, definimos x? em termos dos valores encontrados via o Método dos Minimos Qua-
drados. Com as expressdes anteriores, é possivel simplificar o valor do x? e escrevé-lo
apenas em funcdo dos dados do experimento. Por simplicidade, essa expressdo serd omi-
tida para o caso linear. O x* da amostra de dados é também uma grandeza aleatdria, uma
vez que depende dos valores de y. O valor médio dessa grandeza da o valor (sem unida-
des fisicas) x2 = n — p, na qual n é o ntimero de pontos obtidos no experimento e p é a
quantidade de parametros livres usado para o ajuste da fun¢do. No caso linear, p = 2 pois
existem apenas dois parametros livres. O valor médio do chi-quadrado para a regressao
linear é dado, portanto, por x2 = n — 2. Esse é o valor esperado para um experimento com
n medidas.

Por causa das flutuagoes e incertezas estatisticas, em uma dada realizagdo experimental,
o valor encontrado do x? é diferente do valor médio. Através da distribuigdo de probabi-
lidade para o x?, pode-se determinar um intervalo de 98% de confianga com os possiveis
valores para o x?. Esse intervalo ndo é simétrico em relagdo ao valor médio e pode ser
determinado com o auxilio de algumas tabelas, em funcdo do ntiimero de dados e da quan-
tidade de parametros livres do modelo. Por exemplo, com n = 10 dados experimentais,
se a relacdo entre y e x for linear (n — p = 10 — 2 = 8), o valor calculado do x? deve fi-
car compreendido entre 0,21 < (x?/8) < 2,51 com uma margem de confianca de 98%.
Outros dois exemplos, se a quantidade de dados experimentais coletados for de n = 50
(n —p = 50 — 2 = 48), o intervalo de confianga fica 0,59 < (x?/48) < 1,54 enquanto para
n = 100 (n —p = 100 — 2 = 98), o intervalo é dado por 0,70 < (x*/98) < 1,36, ambos o0s
exemplos possuem uma margem de confianca de 98%.

O intervalo de confianga possui um valor minimo e outro valor méximo. Se uma fungdo
possui muitos parametros livres, esses pardmetros ajustados podem diminuir o valor do
x? quando os dados forem descritos por uma fun¢do menos complexa (com uma quanti-
dade menor de pardmetros livres ajustaveis). Por exemplo, com n dados experimentais,
existe um polindmio de grau n — 1 capaz de descrever completamente os valores obser-
vados sem nenhuma incerteza (todos os dados se encaixam perfeitamente na curva do
polindmio). Em uma situagdo com incertezas e erros instrumentais, o valor do x? nulo ou
muito pequeno ndo é compativel com os dados do experimento. Por outro lado, se a fungdo
utilizada ndo possui a complexidade necessdria para descrever a relagdo existente entre y e
x, mesmo com o ajuste dos pardmetros livres da funcdo, existird um erro apreciavel. Esses
erros tornam o valor do x? grande, uma vez que diversos pontos experimentais estardo
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distantes da curva, em vdrias ordens de grandeza em relagdo a incerteza de cada medida.



Determinacao da velocidade instantanea

No movimento uniformemente acelerado a velocidade da particula em um instante ¢ pode
ser calculada a partir da velocidade média calculada entre os instantes ¢ + At e t — At com

At constante. Isto é: (t + At) (t — At)
z(t + — Il —
_ 1
<v(t) > 2At oY

Assim, para um conjunto de medigdes de posi¢do em fung¢do do tempo, podemos calcular a
velocidade em cada ponto (i) a partir das medi¢des de tempo e posi¢do do ponto posterior
(t;+1 € x;41) e anterior (t;_; e x;_1), utilizando a férmula:

Tit1 — Ti—1

= LT il (6.2)

Liy1 —tia

Para cada valor de velocidade também podemos calcular a incerteza associada mediante a
térmula de propagacao de incertezas. Desprezando a incerteza na determinagdo do tempo,

obtemos:
52 55%1’4—1 + 5371’—1 6 3
U (ign — ti)? (63)

onde d,,,, e d,, , sdo as incertezas na determinacdo da posicdo z;,; e x;_; respectivamente.
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Distribuicao Gaussiana

Valor médio, Desvio Padriao e Densidade de Probabilidade

Sejam N medigOes aleatdrias independentes de uma grandeza qualquer, z1, 2, T3, ..., Tn.
Como alguns dos valores z; medidos podem ser repetidos, podemos dizer que para esta
grandeza temos ) eventos possiveis de medida tal que M < N e eles sdo: y1, v, ..., yu-
Entdo, podemos definir a frequéncia de ocorréncia do evento y; como N(y;) de forma tal
que:

Y IN(y:) = N. (7.1)

=1

Desta forma, podemos definir a frequéncia relativa como a fracdo de eventos y; em relagdo
ao numero total de eventos N, dada por:

Py = ) 7.2)
de forma que (mostrar):
2 Fw) =1 (7.3)

Se o processo é repetido indefinidamente, ou seja, N — 0, a frequéncia relativa é inter-
pretada como a probabilidade de ocorréncia do evento y;:

N(u:
P(y:) = ]\1712%0 F(y;) = lim —(yl)

lim =22, (7.4)

e como sabemos que 0 < N(y;) < N, entdo 0 < P(y;) < 1.

No Capitulo 2| da parte Conceitos Basicos definimos os conceitos de valor médio e desvio
padrdo. Agora podemos re-escrever estas definicdes em fungdo da frequéncia relativa,
obtendo:
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1. Valor médio

||I
AME

2. Variancia V[z] = o2

02:

(2 — 2)*F (2;) (7.6)

M=

1

.
Il

Quando realizamos observagdes experimentais utilizamos instrumentos que determinam
os valores de grandezas que sdo continuamente distribuidas. Os resultados sdo truncados
até o limite da precisdo de medida do instrumento utilizado. Por exemplo, um cronémetro
usual mede intervalos de tempo com precisdo de um centésimo de segundo. Isto signi-
fica que intervalos de tempo menores que este valor ndo podem ser medidos com este
instrumento. Assim, os resultados obtidos serdo representados por um ntimero finito de
valores, mesmo que a varidvel observada seja continua. Algumas vezes, o nimero de va-
lores possiveis medidos, mesmo que finito, pode ser muito grande, e para estes casos é
conveniente agrupa-los em intervalos. Desta forma o conjunto de medidas diferentes fica
reduzido sem que a informagdo da amostra original seja perdida.

Consideremos novamente N medicoes aleatdrias independentes de uma grandeza qual-
quet, x1, T2, T3, ..., £y. Para estes casos, definimos como o mesmo evento todo resultado da
realizacdo do processo aleatdrio y que caia num intervalo de valores Ay, de forma que o
evento agora serd caracterizado por {y;, Ay}:

Ay Ay

yi_7<$j<yi+7- (7.7)

A probabilidade de ocorréncia do evento {y;, Ay} é definida por:
P(y) = AP, (7.8)

onde AP; é a probabilidade de encontrarmos como resultado da realizagdo do processo
aleatério, valores no intervalo {y; — 4%, y; + 5}. Para intervalos Ay pequenos, podemos
escrever a seguinte relagdo:

P(y;) = AP, = p(y:) Ay (7.9)

onde p(y;) é denominada de densidade de probabilidade do evento aleatério y;. E se
Ay — 0, entdo AP, e Ay sdo infinitesimais podendo escrever a densidade de probabi-
lidade como:

dP
p(y) = ay (7.10)
sendo que:
400
| pwas-1 7.11)

Em N repeti¢des de um processo aleatdrio real, a aproximagao experimental para a proba-
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bilidade de realizagdo de um evento é a frequéncia relativa F'(y;), definida na equagao
Assim, a densidade de probabilidade experimental p.,,(y;) de ocorréncia do evento {y;, Ay}
é dada por:

Peap(Yi) = Ay (7.12)

Para o caso continuo e utilizando o conceito de densidade de probabilidade, o valor médio
(1) e a variancia (¢%) podem ser escritos da seguinte forma:

1. Valor médio

+0o0
p= | sty (7.13)
2. Variincia V[y] = o2
+00
o’ = f (y — 1)* p(y) dy. (7.14)

Funcdo de Laplace-Gauss

Em muitas situa¢des experimentais utilizamos distribui¢des Gaussianas para interpretar
nossos resultados fisicos, em parte porque os fundamentos teéricos das medigdes reali-
zadas se correspondem com distribuicdes Gaussianas ou porque a experiéncia tem nos
mostrado que a estatistica de Gauss nos proporciona uma descri¢do razoavelmente acu-
rada dos vérios eventos reais. Na distribuicdo Gaussiana, a densidade de probabilidade é

dada por:
1 _
p(:L’) = G(I> = W €

onde p é o valor médio e o o desvio padrdo da distribuigdo, dados pelas equagdes discuti-
das anteriormente.

N

(=+)° (7.15)

Na Figura [7.1| apresentamos a funcdo Gaussiana de densidade de probabilidade para a
varidvel continua z. Esta funcdo é também chamada de func¢do de Laplace-Gauss ou
funcdo Normal. O gréfico da fungdo Gaussiana é uma curva simétrica em forma de “sino”
com uma altura maxima dada por Gun. = 1/v2mo? Pode ser mostrado a partir da
equagdo[7.15 que o é a meia largura da curva na altura correspondente a ~ 0, 61Gmq, € que
a area sob a curva entre ;1 — o e p1 + o (regido pintada na Figura corresponde a 68, 3%
da &rea total. Isto quer dizer que a probabilidade de medirmos um valor no intervalo
p+ o é68,3%. Seguindo o mesmo procedimento, podemos mostrar que a probabilidade
de encontrarmos um valor no intervalo x + 20 é 95, 4% e no intervalo p + 30 é 99, 7%.
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A G(x)
Gmax
0,61 Gmax g L9
3o
A mmmmmmmmemmm—————- »
i X

Figura 7.1: Representacdo da fungdo Gaussiana.



	I Conceitos Básicos para Análise de Dados
	Medidas e incertezas
	Medidas Diretas e Indiretas
	Algarismos Significativos
	Incertezas e algarismos significativos
	Regra de bolso sobre algarismos significativos

	Representações gráficas
	Métodos para o ajuste de uma função linear
	Método gráfico com incerteza
	Método dos Mínimos Quadrados 
	Teste de compatibilidade por 2

	Determinação da velocidade instantânea
	Distribuição Gaussiana


